Решение задачи о наклонной производной для уравнения  Лаврентьева – Бицадзе в полуплоскости by A. Kopaev V. & А. Копаев В.
Математика и математическое моделирование 1 
 
Ссылка на статью: 
// Математика и математическое моделирование. 
2018. № 06. С. 1–10 
DOI: 10.24108/mathm.0618.0000149 
Представлена в редакцию: 01.11.2018 
 
© НП «НЕИКОН» 
УДК 517.93 
Решение задачи о наклонной производной для 
уравнения Лаврентьева – Бицадзе в 
полуплоскости 
Копаев А.В.1,*  
 
1МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия 
 
 
Уравнение Лаврентьева — Бицадзе решается в полуплоскости. При этом областью 
эллиптичности также является полуплоскость, а областью гиперболичности – полоса. На одной 
из прямых, ограничивающих полосу, задана наклонная производная, а на другой прямой – 
границе раздела полосы и полуплоскости - решения сопрягаются краевыми условиями 
четвертого рода. Решение найдено в виде суммы функционального ряда. 
Ключевые слова: уравнение Лаврентьева — Бицадзе, наклонная производная, краевые 
условия четвёртого рода 
 
Введение 
Многие проблемы прикладного характера (например, проблемы околозвукового те-
чения сжимаемой среды) сводятся к решению дифференциальных уравнений смешанного 
типа (уравнению Трикоми, уравнению Чаплыгина и др.). Важной моделью уравнения 
смешанного типа является уравнение Лаврентьева-Бицадзе [1]. Решению различных крае-
вых задач для этого уравнения посвящено огромное количество статей (см., например, [2], 
[3, 4, 5, 6, 7]). Поэтому и решение задачи о наклонной производной для уравнения Лав-
рентьева-Бицадзе представляется весьма актуальным. Здесь мы продолжаем исследова-
ние, начатое нами в работе [8]. В указанной работе была задана производная в направле-
нии, составляющем с границей полуплоскости угол 
 
 
 . Здесь мы задаем производную в 
направлении, составляющим с границей полуплоскости произвольный острый угол. В ра-
боте [8] решение задачи о наклонной производной сводилось к решению сингулярного 
интегрального уравнения, которое в свою очередь сводилось в краевой задаче Римана, 
решение которой хорошо известно [9]. В настоящей работе решение задачи о наклонной 
производной сводится к решению сингулярного интегрального уравнения, которое в свою 
очередь сводится к краевой задаче Римана со сдвигом [10], решение которой в общем слу-
чае неизвестно. Возникшую в нашем случае краевую задачу Римана со сдвигом мы свели 
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к решению двух функциональных уравнений для аналитических функций (в верхней и 
нежней полуплоскостях на комплексной плоскости), которые удалось решить (решения 
представлены в виде сумм функциональных рядов). 
1. Обозначения 
Введём следующие обозначения: 
           
        прямая, параллельная оси   ; 
  
                 и   
                 — полуплоскости, на которые 
прямая    разбивает плоскость  
  . 
В полуплоскости    
        рассмотрим уравнение Лаврентьева — Бицадзе  
    
            
    (1) 
В полуплоскости   
  — области эллиптичности уравнения (1) — положим 
                 
а в полосе      
      
                       — области гиперболичности 
уравнения (1) — положим 
                 
2. Задача о наклонной производно 
Пусть      — функция, удовлетворяющая на числовой прямой условию Гёльдера 
(включая бесконечно удаленную точку) вместе с производной            [9, с. 20] и 
пусть       
 
 
   (  — острый угол). Рассмотрим следующую задачу.  
Найти функцию        , гармоническую и ограниченную в полуплоскости   
  и 
функцию        , ограниченную и удовлетворяющую в полосе   уравнению 
   
      
    
по краевому условию 
   
  
              
   
  
                 
(по заданной на прямой     наклонной производной в направлении, образующим с грани-
цей области угол φ ) и по условиям сопряжения функций         и         на оси     
                   , 
   
  
        
   
  
       (2) 
где     — положительное число. 
Решим эту задачу. Представим функцию         по формуле Даламбера 
                       
где      и      — дважды непрерывно дифференцируемые функции.  
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Имеем 
   
  
                        
   
  
                         
   
  
            
   
  
             
                                                  
                                                
Проинтегрируем полученное равенство (по   ). Получим 
                                              
где   — произвольная постоянная. Отсюда получаем 
       
                          
         
  
Введем обозначения 
   
         
         
  
     
     
            
 
         
  
Тогда 
                               
                                               
                                          
   
  
                                           
   
  
                                    
Так как функция         является гармонической и ограниченной в верхней полу-
плоскости, то в этой полуплоскости она представима интегралом Пуассона 




                         
          
  
  
         
Отсюда получаем 
   
  




                                    




Применим к последнему интегралу формулу интегрирования «по частям»: 
   
  
       
 
 
                           
      





   
 
 
                        
   
          
   
     





                                




Так как функция         ограничена в полуплоскости   
 , то первое слагаемое в 
правой части последнего равенства равно 0. А тогда 
   
  




                                





   
  




                           
   
  
  
   
Здесь мы должны предположить, что функция       удовлетворяет на числовой 
прямой условию Гёльдера (включая бесконечно удалённую точку). Теперь в силу условий 
сопряжения (2) для нахождения неизвестной функции       получаем сингулярное инте-
гральное уравнение 




                           





Рассмотрим два интеграла типа Коши 
 
   
  
       




              




   
  
      
   
  
              





Применяя формулы Сохоцкого для интеграла типа Коши [9, с.47 ] 




       
   
  
  
   




      





получим задачу о скачке на действительной оси: 
                                                   
                                                        
или 
                                            
                                             
Отсюда заключаем, что в верхней полуплоскости 
                                              
где          — произвольная комплексная постоянная, а в нижней полуплоскости 
                                              
Математика и математическое моделирование 5 
Отсюда получаем, что в верхней полуплоскости 
       
    
    
            
    
    
          
 
    
  
а в нижней полуплоскости 
        
    
    
            
    
    
         
 
    
  
Так как  
    
    
   . а     
    
    
           . то 
    
    
     . 
Теперь мы можем записать, что в верхней полуплоскости 
                                  
 
    
  (3) 
А в нижней полуплоскости 
                                    
 
    
  (4) 
Для любого целого неотрицательного числа   умножим обе части равенства (3) на 
      , а вместо   подставим      . Получим  
                                           
                                 
 
    
  (5) 
Сложим первые   равенств (5)              . Получим:  
                       
                            
 
    
       
   
   
 
   
   
 
Переходя в последнем равенстве к пределу при     , получим, что в верхней по-
луплоскости 
                                
 
   
 
 
              
  
Рассуждая аналогично, умножим обе части равенства (4) на        , а вместо   
подставим       (где   — целое неотрицательное число. Затем сложим первые   по-
лученных равенств и перейдем к пределу при    . Получим, что в нижней полуплос-
кости 
                                   
 
               
 
   
  
Теперь мы можем найти функцию                  : 
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Так как       — действительнозначная функция, то     . А так как функция      
(первообразная для функции       ) ограничена, то и     . Окончательно,  
                   
 
   




              
      




     (6) 
Проинтегрируем последнее равенство по  . Получим:  
                                  
 
   
 
   
 
 
                                           
  
  
      (7) 
где   — произвольная (вещественная) постоянная. Здесь мы должны предположить, что 
p      и 
       
 
    
              
Проинтегрируем каждый из интегралов в правой части равенства (7) «по частям»: 
                                 
 










   
 
   
      
             




Так как функция      удовлетворяет в бесконечно удаленной точке условию Гель-
дера, то  
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Теперь мы можем найти искомую функцию        : 
                                       
 
   
 
                          
 





              
      










   
 
   
       
      




     
где              — произвольная постоянная. Теперь для решения задачи о на-
клонной производной остается найти функцию         по краевому условию 
                  (интегралом Пуассона). 





           
 
  




                                       
     
      
  
                                
  
     
  
          
 
  
   
     
     
                       
  
  
         
  
      
         




Отметим, что эта формула была получена нами ранее в работе [8]. 
Заключение 
Таким образом, в работе решена задача о наклонной производной для уравнения 
Лаврентьева-Бицадзе в полуплоскости, при этом область эллиптичности также является 
полуплоскостью, а область гиперболичности – полосой. Наклонная производная задана на 
одной из прямых, ограничивающих полосу, а на другой прямой, ограничивающей полосу 
и разделяющей ее с полуплоскостью эллиптичности, выполняются краевые условия чет-
вертого рода. Показано, что при сделанных предположениях относительно заданных 
функций задача имеет единственное решение (с точностью до произвольной действитель-
ной постоянной). И это решение получено в виде суммы функционального ряда. 
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Oblique Derivative Problem Solution for the 
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The paper solves the boundary value problem of an oblique derivative for the Lavrent'ev – 
Bitsadze equation in a half-plane. The Lavrent'ev – Bitsadze equation is an equation of mixed 
(elliptic-hyperbolic) type. Mixed-type equations arise when solving many applied problems (for 
example, when simulating transonic flows of a compressible medium). 
In the paper, the domain of ellipticity is a half-plane, and that of hyperbolicity is its adja-
cent strip. On one of the straight lines bounding the strip, an oblique derivative is specified (in 
the direction that forms an acute angle with this straight line), and on the other straight line, 
which is the interface between the strip and the half-plane, the solutions are matched by bound-
ary conditions of the fourth kind. In the hyperbolicity strip, the solution is represented by the 
d'Alembert formula, and in the half-plane, where the equation is elliptic, the bounded solution is 
represented by the Poisson integral with unknown density. For this unknown density of the Pois-
son integral, a singular integral equation is obtained, which is reduced to the Riemann boundary 
value problem with a shift for holomorphic functions. The solution of the Riemann problem is 
reduced to the solution of two functional equations. Solutions of these functional equations and 
the Sokhotsky formula for an integral of Cauchy type allowed us to find the unknown density of 
the Poisson integral. This allowed us to find a solution to the oblique derivative problem as the 
sum of a functional series (up to an arbitrary constant term). 
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